Analog fiir die Pridikatenlogik Kalkiil des natiirlichen SchlieBens Logik-AG am F.F. Runge Gymnasium

Schliefen mit dem natiirlichen Kalkiil funktioniert rein syntaktisch d.h. der ,,Sinn* (die
Semantik) spielt zunéchst keine Rolle. Das bedeutet aber auch, dass semantisch dquivalente
Formeln nicht einfach gegeneinander ausgetauscht werden koénnen, wenn es dafiir keine
syntaktische Regel gibt. Zur Veranschaulichung dieses Prinzips dient zuvor eine Sprache
ohne jede Semantik.

1 Ableitungen in gaga

Auch in diesem Kapitel nutzen wir Lg,¢, dazu, ein Prinzip der Pradikatenlogik zunéchst in einer ein-
facheren Sprache zu veranschaulichen. Wir setzen die bereits definierten Worter der Sprache Lgqgq (5.
Kapitel 3 Abschnitt 3) in eine Beziehung die wir Ableitbarkeit nennen werden. Dazu definieren wir
den Begriff Ableitung, eine schrittweise Verinderung der Worter nach Regeln. Die Regeln wiederum
entsprechen folgenden zwei Schemata:

ggW
gW

WagU
WaaaU

Regelschemal: Regelschema?2:

Dabei gilt: W, U € A*, d.h. W und U sind beliebige Folgen aus ¢ und g. Fiir die Regelvorrausetzungen
(die Worter tiber dem Regelstrich) gilt, sie miissen Worter der Sprache Lgqgq sein. Dass dies die
Worter unter dem Regelstrich dann auch sind, ist Minimalvorraussetzung fiir eine Regel (Wir wollen
schlieBlich Worter von Lyqg, in Beziehung setzen). Durch die Form der Regelschemata ist dies aber
gewéhrleistet. Als eine Regelinstanz oder einfach nur Regel bezeichnen wir die Regelschemata, nach-
dem fiir Vorrausetzung und Schluss jeweils Worter von Lgqq, eingesetzt wurden.
Beispiel: 99999 it eine Regel nach Schema 1.

gaga

Nun konnen wir die Ableitung definieren:
Eine Ableitung aus einer Préamissenmenge P, P C Ly, ist ein Tupel (W1,...,W,) von Wortern aus
Lgage (fur alle k, 1 <k <n: Wy € Lyqgq), sodass fiir alle k mit 1 < k < n gilt: W), € P oder es ex.
1,6 < k, sodass % eine Regel nach Schema 1 oder 2 ist.

k

(D.h. alle Worter der Ableitung sollen entweder Préamissen sein, oder aus einem vorherigen Wort der
Ableitung nach Regelschema 1 oder 2 abgeleitet sein.)
Beispiel: Sei P = {gggaaa}
Dann ist folgende Ableitung moglich:

1. gggaaa
2. ggaaa
3. gaaa
SchlieBlich heifit ein Wort W von Lyqg, ableitbar aus einer Pramissenmenge P, P C Lgq4, (in
Symbolen P -, W) gdw. eine Ableitung (Wi,...,W,,) aus P existiert, in der W vorkommt (ex. k,
1<k<n:W=W).
Nach dem Beispiel von oben:

{g9g9gaaa} -4 ggaaa
{g9g9gaaa} -4  gaaa
{99g9aaa} =4 gggaaa
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2 Analog fiir die Pradikatenlogik

Ebenso kann man pradikatenlogische Formeln iiber eine Art ,Ableitung® zueinander in Relation
setzen. Von dieser Relation erwarten wir allerdings eine ganz spezielle Eigenschaft: sie soll identisch
mit der Relation der Folgebeziehung sein, d.h. eine Formelmenge soll zu einer Formel genau dann in
Relation stehen, wenn sie aus ihr folgt. Wir bilden also das semantische Folgern mit einer syntaktischen
Relation nach. Dafiir miissen die Regeln selbst eine giiltige Folgerung sein:

Aq
Wenn A Regelinstanz ist, dann {A;,...,A;} = B

7

B

Solche Regeln (und Regelschemata) nennen wir korrekt. Die Regeln werden wir schrittweise einfiihren.
Da viele von ihnen etwas Ubung (d.h. Anwendung im Beweis) bendtigen, definieren wir zuerst den
Begriff Beweis (wieder analog zu Lgggq).

3 Definiton: Beweis

Da die jeweilige Sprache von der Menge der Konstanten C' abhingt, beziehen wir uns auf Lo als
pradikatenlogische Sprache.
Ein Beweis aus einer Pramissenmenge M, M C Ly ist ein Tupel (A1, ..., A,) von priadikatenlogi-
schen Fromeln (fiir alle k, 1 <k <n: Ay € Ly), sodass fiir alle k mit 1 < k < n gilt: A € M oder es
Ai,
ex. i1...1j5,i; < k, sodass A eine Regel mit j Pramissen des Kalkiil des Natiirlichen Schliefens ist.

il I

Ay

4 Alle Regelschmemata

Einfiihrung der Konjunktion (EA): Beseitigung der Subjunktion (BD):
A A
B ADB
AANB B
Beseitigung der Konjunktion (BA):
ANB ANB Einfiihrung der Bisubjunktion (E=):
A B ADB
BD>A
Einfiihrung der Disjunktion (EV): "A=B
A B Beseitigung der Bisubjunktion (B=):
AV B AV B A=B A=B
Beseitigung der Disjunktion (BV): AOB BHOA
ADC
i\:/)g Einfiihrung der Negation (E~):
- A gdw. PU{A} Fy B und PU{A} Fy~ B
oo . . Beseitigung der Negation (B~):
Einfithrung der Subjunktion (ED): o A
7ADB gdw. PU{A} Fy B A
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Einfithrung der Identitit (E=): ViA fa Vi
. 1 .a.

m f.a. IV ¢
Be.seiti'gung der Identitdt (B=): Einfiihrung des Exitenzquantors (E3):

i=7

A f.a. IV oder IKi, j % f.a. in A nicht freien IV¢
A(i/ ) Beseitigung des Exitenzquantors (B3):
% gdw. fiir im Beweis neue IK j P U
Einfithrung des Allquantors (EV): {A(i/j)} Fn~ B
A . . . .
Vid f.a. in A nicht freien IV i

Beseitigung des Allquantors (BY):

5 Notation: Subbeweis

Einige Regelschemata sind von der Existenz eines zusétzlichen Beweieses abhéngig, d.h. wenn man eine
solche Regeln nutzen will, muss der Beweis zusétzlich gefiihrt werden. Bei mehreren Abhéngigkeiten
wird das also sehr schnell sehr uniibersichtlich. Um dem entgegenzukommen schlieffen wir den externen
Beweis durch eine spezielle Notation ein. Eingeriickt, steht er vor der Zeile im Hauptbeweis, die seine
Conclusio enthilt. Dabei stellen wir deren Position im Hauptbeweis der Nummerierung im Subbeweis
voran (wollen wir also die dritte Formel schliefien, so beginnen alle Zeilen mit 3., obwohl sie vor ihr
eingeschoben werden). Formal defnieren wir wie folgt:

Ist T'= (Ay,...,Aj, ..., Ap), A € Lo f.a.1 <k < n ein Beweis aus der Pramissenmenge M, so ist der
Beweis (A1, ..., Ajm)Ai € Lo f.a.l <k < m aus der Menge M’, {Ax}1<x<; UM C M’ ein Subbeweis
von T'.

Dabei besagt M', {Ar}i<k<; UM C M’, dass wir alle vorherigen Formeln des Beweises und der
urspriinglichen Pramissenmenge verwenden diirfen und zusétzlich neue Pramissen hinzufiigen diirfen.
Diese werden wir zur besseren Unterscheidung mit Ann (fiir Annahme) kennzeichen und bei im Haupt-
beweis bewiesenen Formeln, die nicht in der urspriinglichen Pramissenmenge sind, statt Vor (fiir den
Subbeweis sind sie dies) die Zeilennummer im Hauptbeweis nutzen.

Beispiel:

Sei M = {~ A, B D A}, dann ist der Beweis

1. ~A (Vor)
2. ~B (E~)

giiltig, da aus M’ = M U {B} der Beweis

1. B (Vor)

2. BDA (Vor)
3. A (B> 1,2)
4. ~A (Vor)

moglich ist.
Mit Hilfe des Subbeweises fiigen wir letzteren in ersten ein:

1. ~A (Vor)
21. B (Vor)
22. BoA  (Vor)
23. A (BD12)
24. ~A (Vor)

2. ~B (E~)
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6 Die Regeln im Einzelnen



